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nتوَاى   هشثغ وبهل است. ثبثت وٌیذ هی np1 وِ عَسی ثِػذدی عجیؼی ثبشذ،  nػذدی اٍل ٍ pفشض وٌیذ  ِ سا  1  صوَس   ثو
 تب هشثغ وبهل ًَشت. pهجوَع
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Bهفشٍض است. سٍی اضلاع آى سِ هثلث ABC  ی الضاٍیِ هثلث حبدُ AC ،C AB ٍA BC     سوبصین،   سا ثوِ سووت روبسی هوی
 :وِ عَسی ثِ

B AC C BA A BC

B CA C AB A CB

0

0

30

60
 

Bثبشذ ًشبى دّیذ  BCٍسظ ضلغ  Mاگش  M  ثشA C .ػوَد است 
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ّب افمی ٍ ػوَدی ثبشٌذ ٍ شىل حبصل،  لشاس داد وِ اضلاع آى  هشثغ یىسبى سا عَسی دس صفحِ nّبیی سا پیذا وٌیذ وِ ثتَاى nتوبم 
 حذالل سِ هحَس تمبسى داشتِ ثبشذ.
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 داشتِ ثبشین: xثب ضشایت حمیمی سا پیذا وٌیذ وِ ثشای ّش ػذد حمیمی  pّبی  ای توبم چٌذجولِ

P P x P P x P x( ( )) ( ( )) ( )22 2 2  
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ABدس هثلث  AC ABC( چٌویي   وٌٌوذ. ّون   لغوغ هوی   P ٍQاضلاع همبثل سا ثِ تشتیوت دس  B ٍCّبی سبصّبی سأس ًین (

IPگیشین. اگش  هی Iی سبص سا ًمغِ ی تمبعغ دٍ ًین ًمغِ IQ ِی  ثبشذ، صاٍیA ِی است؟ چٌذ دسج 
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ی دس ًظش ثگیشیذ، وِ اص سوت چپ هتٌبّی ثبشذ )ًظیش شىل صیش( دس ایوي جوذٍل تؼوذادی     جذٍلی ثب یه سغش ٍ تؼذاد ًبهتٌبّی ربًِ
 تَاًذ ثیش اص یه  ی هی ی لشاس گشفتِ است. )دس یه ربًِ ّب تؼذادی هْشُ وِ دس ثؼضی اص ربًِ ای گًَِ ثِاین  ی لشاس دادُ هتٌبّی هْشُ

 ّب اًجبم داد: تَاى سٍی هْشُ ػول صیش سا هی ی ثبشذ.( دٍ هْشُ

 

 
 
ی ثوِ ساسوت    ی سوت چپ سا دٍ ربًِ ّبی ربًِ تَاى یىی اص هْشُ ی ٍجَد داشتِ ثبشذ، هی ی هجبٍس، دس ّش یه تؼذادی هْشُ ( اگش دس دٍ رب1ًِ

 ی سوت ساست سا حزف وشد. ی اص ربًِ ثشد ٍ یه هْشُ
ی ثِ ساسوت ٍ یوه    ّب سا یه ربًِ تَاى یىی اص هْشُ ی ٍجَد داشتِ ثبشذ، هی ّبی سَم ثِ ثؼذ ثیش اص یه هْشُ ( دس حبلتی وِ دس یىی اص رب2ًِ

 ی ثِ سوت چپ ثشد.  ی دیگش سا دٍ ربًِ هْشُ
 ولی لبثل  اًجبم ًیست.سسین وِ دیگش ّیچ ػ الف( ثبثت وٌیذ وِ ثب آغبص اص ّش حبلتی، پس اص تؼذادی ػول ثِ ٍضؼیتی هی

nی ای اص ربًِ گبُ هْشُ ی لشاس داسد. ثبثت وٌیذ ثب اًجبم اػوبل روششذُ ّیچ ام یه هْشnُّبی اٍل تب  ة( فشض وٌیذ دس ّش یه اص ربًِ ام 1
 جلَتش ًخَاّذ سفت.
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 0381ودومین المپیاد ریاضی کشور، سال بیست دومحل سؤالات مرحله راه
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npػذد صحیحی ثبشذ وِ xفشض وٌیذ  x21 پس .p x| 2 pٍ دس ًتیجِ  1 x x| ( )( )1 ِ  ایوي . ثب تَجِ ثِ 1  p وو

ل است،  pیه ػذد اٍ x| pٍ یب  1 x| xشَد وِ  یبفت هی kثٌبثشایي ػذد عجیؼی. 1 kp xٍ یب  1 kp  ایٌجب.  اص  1
 وٌین: ثِ دٍ حبلت تمسین هیی سا  هسئلِ

p

p

x kp np kp k p kp

n k p k

n pk k p k k

n k k k

x kp np kp k p kp

n k p k

n pk k p k k

n k k k

( )

( ) ( )

... ( )

( )

( ) ( )

... (

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

1
2 2 2

2

2 2 2

2 2

1

1 1 1 2 1

2

1 2 1 1 1

1 1

1 1 1 2 1

2

1 2 1 1 1

1 )21

 

npپس دس ّش صَس    هشثغ وبهل است. pهجوَع  1
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 وٌین: اثتذا لن صیش سا ثیبى ٍ اثجب  هی
 سا ثٌب وٌین ٍ  BCX ،CAY  ٍABZالاضلاع ّبی هتسبٍی ٍ دس ربسی اص آى، هثلث ABCالضاٍیِ  بدُلث حوثولاع هولن. اگش ثش سٍی اض

O1 ٍ 
O2 ُّبی  ّبی هحیغی هثلث ثِ تشتیت هشوض دایشBCX  ٍABZ  ثبشٌذ، دس ایي صَسBY OO1 2. 

 

 
 

BMCثبشذ. دس ایي صَس  سٍشوي اسوت ووِ     Bی غیش اص  ی ثشرَسد ایي دٍ دایشُ ًمغِ Mاثجب : فشض وٌیذ  AMB 0120  ٍ

CMAدس ًتیجِ AYCوِ ایيثب تَجِ ثِ . حبل 0120  هحبعی است. پس: AMCY، چْبسضلؼی 060

AMY ACY AMB AMY0 0 0 060 120 60 180 
Mّبی ثٌبثشایي ًمغِ B, ٍY رظ ّستٌذ. اص عشفی ّنBM ُی ثِ هشوض  ٍتش هشتشن دٍ دایشO1  ٍO2 الوشوضیي دٍ  است ٍ ثٌبثشایي ثش رظ

OO1ی یؼٌی  دایشُ BYػوَد است. دس ًتیجِ 2 OO1 2. 
 .پشداصین ی هی حبل ثب دس ًظش داشتي لن فَق ثِ حل هسئلِ

الاضولاع تجوذیل شوًَذ. دس ایوي      ّوبیی هتسوبٍی   وٌین تب ثِ هثلث سا عجك شىل صیش وبهل هی ABCّبی سبرتِ شذُ سٍی اضلاع هثلث  هثلث
Bّبی صَس  ثِ ٍضَح ًمغِ A, ٍC الاضلاع ّستٌذ.  ّبی ایي هثلث هتسبٍی ّبی سِ ضلغ اص ضلغ ٍسظ 
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 BCسٍی  BA  ٍO2سٍی  O1ثبشوذ،   ABZی هحیغوی   هشوض دایشُ BCX  ٍO2ی هحیغی  هشوض دایشُ O1حبل دلت وٌیذ وِ اگش 
 ٍالغ است ٍ ثِ ػلاٍُ:

BO BO

OA OC
1 2

1 2

2  

OOی تبلس ثٌبثشایي عجك لضیِ A C1 2. 

YC ،MBٍسظ  Bاست ٍ  BCٍسظ ضلغ  Mچٌیي اص آًجبیی وِ  ّن BYداًین ووِ   . اهب عجك لن هیOO BY1 ، ثٌوبثشایي 2
A C MB. 
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 پشداصین: ثیبى ٍ اثجب  چٌذ لن هیاثتذا ثِ 

 ًیض هحَس تمبسًی اص شىل رَاّذ ثَد. l2ًسجت ثِ  l1ی  گبُ لشیٌِ ثب دٍ هحَس تمبسى اص شىلی ثبشٌذ، آى l1  ٍl2لن. اگش 

هحَس تموبسى   l1دّین ّن هتؼلك ثِ شىل است ٍ چَى  ًوبیش هی X1وِ آى سا ثب  l2ًسجت ثِ  Xی  هحَس تمبسى است، لشیٌِ l2اثجب . چَى 

 X2ی  هحَس تمبسى است، لشیٌِ دّین ّن هتؼلك ثِ شىل است. دس ًْبیت چَى  ًوبیش هی X2وِ آى سا ثب  l1ًسجت ثِ  X1ی  است، لشیٌِ

ِ  Xتَاى دیذ وِ  وٌین ّن ًیض هتؼلك ثِ شىل است. اهب ثِ سبدگی هی ثشای ًوبیشش استفبدُ هی Xوِ اص  l2ًسجت ثِ  ًسوجت   Xی  لشیٌو

ًسجت ثِ ایوي   Xی  دس شىل، لشیٌِ Xی  . پس دس ول ثشای ّش ًمغِثِ دست آهذُ است l2ًسجت ثِ  l1ی وشدى  ثِ رغی است وِ اص لشیٌِ
 رظ ّن دس شىل لشاس داسد ٍ ثٌبثشایي ایي رظ ّن هحَس تمبسًی اص شىل است.

 
 

ای ثب شؼبع ّش چٌذ ثوضسي یبفوت ووِ ثوِ      ثتَاى ثشای آى دایشُای وِ  ی )یؼٌی ًبحیِ ای وشاى داس اص صفحِ لن. ّش هجوَػِ اص اشىبل وِ دس ًبحیِ
 تَاًذ دٍ هحَس تمبسى هَاصی داشتِ ثبشذ. ی لشاس ثگیشد.( ثبشذ، ًوی توبهی دسٍى آى دایشُ
ًوبهین ّون هحوَس     هوی  l3ووِ آى سا   l2ًسجت ثِ  l1ی  لشیٌِ 1دٍ هحَس تمبسى هَاصی ثشای هجوَػِ ثبشٌذ. عجك لن  l1  ٍl2اثجب . فشض وٌیذ 

ًبهین ّن هحَس تمبسى شىل است. ثِ ّویي تشتیت، ًبهتٌبّی روظ   هی l4وِ آى سا  l3ًسجت ثِ  l2ی  لشیٌِ  تمبسى شىل است. ثِ ّویي تشتیت،
ّب اص جبیی  هَاصی ثبیذ هحَس تمبسى شىل ثبشٌذ. اهب ثِ ٍضَح اص جبیی ثِ ثؼذ هجوَػِ هب دس یه عشف ایي رغَط ٍالغ رَاّذ شذ ٍ لزا ایي رظ

 تَاًذ داشتِ ثبشذ.  ی دٍ هحَس تمبسى هَاصی ًویا ثِ ثؼذ اهىبى ًذاسد وِ هحَس تمبسى هب ثبشٌذ. ثٌبثشایي چٌیي هجوَػِ

l2
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ِ  135ی یب  دسجِ 45ی  لن. هحَس تمبسى تؼذادی هشثغ ثب اضلاع ػوَدی ٍ افمی، رغی است افمی، ػوَدی ٍ یب ثب صاٍیِ ی ًسوجت ثوِ هحوَس     دسجو
 افمی.

Aثسبصد. دس ایوي صوَس  اگوش     ی  صاٍیِ xت هثجت هحَس هحَس تمبسًی اص ایي شىل ثبشذ ٍ ثب لسو lاثجب . فشض وٌیذ رظ  B  ِ ی  لشیٌو
ّوب   ثسبصد. اهب  چوَى ضولغ هشثوغ    2ی  صاٍیِ xتَاى ثِ سبدگی دیذ وِ ثبیذ ثب هحَس  ثبشذ، هی lّب ًسجت ثِ  یىی اص اضلاع افمی یىی اص هشثغ

Aػوَدی ٍ یب افمی است،  B  ّن ثبیذ ػوَدی ٍ یب افمی ثبشذ. پس{ , , , }0 0 02 0 90 180 }ٍ دس ًتیجِ 270 , , , }0 0 00 45 90 135. 
 سٍین. صلی هیی ا حبل ثِ سشاؽ هسئلِ

 
ی هؼشفی شذُ دس ثبلا ثبشٌذ. حبل ثب یه ثشسسی سوبدُ   ی هختلف اص چْبس صاٍیِ ّبی دٍم ٍ سَم، سِ هحَس تمبسى هب ثبیذ داسای سِ صاٍیِ عجك لن

فبدُ ی ثبشذ. حبل اص لن اٍل اسوت  دسجِ 45ّب ًسجت ثِ ّن ثشاثش  ی آى تَاى دٍ رظ یبفت وِ صاٍیِ ّب هی تَاى دیذ وِ دس ّش وذام اص ایي حبلت هی
 وٌذ.  سس ثِ صَس  صیش پیذا هی دیگش شىل هب چْبس هحَس تمبسى ّن ی وشدى ایي دٍ هحَس ًسجت ثِ ّن وٌیذ، ثب لشیٌِ

 

 
 

 وٌین. ّب سا ًسجت ثِ ایي چْبس هحَس ثشسسی هی هحَس تمبسى ثِ ایي صَس  داسد. حبل ٍضؼیت هشثغ 4ثٌبثشایي هجوَػِ هغشح شذُ دس صَس  سؤال حتوبً 
 ی تمبعغ است. ّب ٍ یب دس ًمغِ ی تمبعغ آى ّبی ثیي هحَسّب است یب سٍی هحَسّب ٍ ًِ دس ًمغِ هشثغ یب دس ًبحیِهشوض ّش 

 وٌذ. هشثغ اص ّویي ًَع ایجبد هی 8ی وشدى ایي هشثغ ًسجت ثِ هحَسّب،  ّبی ثیي هحَسّب ثبشذ، لشیٌِ اگش هشوض هشثغ دس ًبحیِ
 وٌذ. هشثغ اص ّویي ًَع ایجبد هی 4ی وشدى ا یي هشثغ ًسجت ثِ هحَسّب،  ب( ثبشذ، لشیٌِّ ی تمبعغ آى اگش سٍی هحَسّب )ٍ ًِ ًمغِ

تمسین ووشد.   8یب  4ّبیی ثب تؼذاد اػضبی  تَاى ثِ دستِ ّب سا هی ی هشثغ ی تمبعغ، ثمیِ ّبی ثِ هشوض ًمغِ اگش ثِ ایي تشتیت ثب وٌبس گزاشتي هشثغ
ی لشاس داد وِ حوذالل   هشثغ یىسبى ثب اضلاع افمی ٍ ػوَدی دس صفحِ nجَد داسد. لزا اگش ثتَاى ی تمبعغ ّن صفش یب یه هشثغ ٍ ثِ هشوض ًمغِ

k4ٍ یب  k4ثبیذ ثِ یىی اص دٍ صَس   xسِ هحَس تمبسى داشتِ ثبشذ،  ِ   ّبی صیش ًشبى هی ثبشذ. هثبل 1  kی هموذاسّبی  دّذ وِ ثوشای ّوو
k4ٍ یب  k4تَاى  هی  هشثغ ثب ایي ربصیت یبفت. 1

 
 

4- 
 

Pای ی چٌذجولِ دسجِ nفشض وٌیذ x(  ثِ فشم صیش است. Pثبشذ. دس ایي صَس   (
x n

n n n
P x a x a x a x a a( ) ... ( )

1

1
1 0 0  

 وٌین. ی هحبسجِ هی سا دس دٍ عشف ػجبس  دادُ شذُ دس صَس  هسئلِ xتشیي تَاى  حبل ضشیت ثضسي
n

n
n n

n n

P P x P a x a

a a x a a

( ( )) ( ( ... ))

( ( ... )) ...
0

0 0

2 2

2
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nxدس آى  xتشیي تَاى  وِ ثضسي
2

nاست ٍ ضشیت ایي جولِ ثشاثش   na
n

1
 است. اص عشف دیگش 2

n
n

n n
n n

P P x P a x a

a a x a a

( ( )) ( ... )

( ... ) ...
0

0 0

2 2

2
 

nxدس ایٌجب ّن ّوبى  xتشیي تَاى  وِ ثضسي
2

است وِ ضشیت آى ثشاثش  
n
a
n

1
 است. دس ًْبیت 2

n
n

P x a x a( ) ( ... )2 2
02 2 

nxتشیي تَاى  وِ ثضسي
2

nxدس آى ثشاثش   aثَدُ ٍ ضشیت ایي جولِ  2
n

2
 است. 2

nحبل اگش  nثبشذ،  2 n2 رَاّذ ثَد. اص ثشاثش لشاس دادى ضشیت ایي جولوِ دس دٍ   دس دٍ سوت ػجبس   xتشیي تَاى  ٍ لزا ثضسي 2

nآٍسین عشف تسبٍی ثِ دست هی n n
a a
n n

1 1
2 وِ ثب فشض  2

n
a 0  ٍn تَاًذ ثشلشاس ثبشذ. ثِ ایي تشتیوت سوِ    گبُ ًوی ّیچ 2

Pی  حبلت ثشای دسجِ x(  .استهحتول  (
nحبلت اٍل: P. دس ایي صَس  0 x a( )  است ٍ ثبیذ داشتِ ثبشین: 0

a a a a a a a( )0 0 0 0 0

2 2
2 2 2 0 2 1 0

0 0
 

a0پس  a0ٍ یب  0
1
2

Pّبی آى ٍ ثٌبثشایي تٌْب جَاة  x( ) 0  ٍP x( )
1
2

 ّستٌذ. 

nحبلت دٍم: P. دس ایي صَس  1 x ax b( aوِ  (  ، ٍ ثبیذ داشتِ ثبشین:0

a ax b b a ax b b ax b( ( )) ( ) ( )22 2 2 2 

xضشیت  xدس سوت ساست ضشیت  وِ دسحبلیدس عشف چپ صفش است،  2 لوت  ثشاثش صفش ثبشوذ ووِ دس ایوي حب    aاست. پس ثبیذ  a22ثشاثش  2
 ًیست. عَس ایياین  فشض وشدُ

nحبلت سَم. P. دس ایي صَس  2 x ax bx c( ) aوِ  2  ، ٍ ثبیذ داشتِ ثبشین:0

P P x P P x P x

aP x bP x c aP x bP x c P x

aP x c P x

( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2

2 2

2 2 2

4 2 2 2 2

2 2

 

xاص ثشاثش لشاس دادى ضشیت  aشَد وِ  دس دٍ عشف ًتیجِ هی 4 a3 42 aوِ چَى  2 aثبیذ  0 دّذ  ثبشذ. حبل تسبٍی ثبلا ًشبى هی 1

cوِ  x صَس  ثِثٌبثشایي جَاة ایي لسوت  0 bx2 وٌذ. ی صذق هی تَاى دیذ دس ششط هسئلِ است وِ هی 
 ی ثِ دست آهذ. ّبی هسئلِ ی جَاة ثٌبثشایي ّوِ
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 وٌین. دس ایي صَس : ّب استفبدُ هی اص لضیِ سیٌَس AIP  ٍAIQدس دٍ هثلث 

IP AI IQ AI

A p A Q
,

sin( ) sin( )
sin( ) sin( )

2 2

 

 

 
 
 
 
 

nx
2
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IPثٌووبثشایي اگووش  IQ ،ُآًگووبP Qsin( ) sin( . اهووب یىذیگشًووذی ثووب ّوون ثشاثووش ّسووتٌذ ٍ یووب هىووول  . پووس یووب ایووي دٍ صاٍیووِ(

P C B
1
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هَجوَد دس  ّوبی   وٌین. دس ّش حبلوت تؼوذاد هْوشُ    گزاسی هی ،... شوبس3ُ،  2، 1ّبی ایي جذٍل سا اص چپ ثِ ساست ثب ػذدّبی  الف( ربًِ

ام سا ثب kی ربًِ
k
a دّین. دس ّش گبم اص فشآیٌذ هجوَع صیش سا دس ًظش ثگیشیذ: ًوبیش هی 

ّب تفبضل تؼذاد هْشُ
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 یبثذ. صیشا: ثب اًجبم ّش ػول )چِ اص ًَع یه ٍ چِ اص ًَع دٍ( حذالل یه ٍاحذ وبّش هی Sوٌین وِ همذاس  ادػب هی

iام ٍ iّبی  ی، ربًِ اگش ػول اص ًَع یه ثبشذ، ٍ ایي دٍ ربًِ iی  ثِ اًذاصُ Sام ثبشٌذ، اص  1 i( )1 iٍاحذ ون شذُ ٍ  1 توب   2

Sثِ  Sشَد. ثٌبثشایي  اضبفِ هی Sثِ  i یبثذ. شَد ٍ دس ًتیجِ حذالل یه ٍاحذ وبّش هی تجذیل هی 

iون شذُ ٍ  i2ی  ثِ اًذاصُ Sام ثبشذ، ا ص iی  اگش ػول اص ًَع دٍ ثبشذ، ٍ ایي ربًِ، ربًِ i( ) ( )2  Sشوَد. پوس    آى هی جبیگضیي 1

Sثِ   یبثذ.  تجذیل شذُ ٍ یه ٍاحذ وبّش هی 1

Sاهب دلت وٌیذ وِ ّوَاسُ ثبیذ  ّوب دس آغوبص ووبس     ثٌبهین. )دلت وٌیذ وِ چوَى تؼوذاد هْوشُ    S0سا دس اثتذای وبس  S. ثٌبثشایي اگش همذاس  0

ػول، ػولیوب    S0ػولیب  ًیستین ٍ ثٌبثشایي حذاوثش ثؼذ اص اًجبم  S0ًیض هتٌبّی است( هب لبدس ثِ اًجبم ثیشتش اص  S0، لزا همذاس استهتٌبّی 

 سسذ. ِ پبیبى هیث

 شَد، دس ًظش ثگیشیذ: ة( دًجبلِ اػذاد فیجًَبتچی سا وِ ثِ شىل صیش تؼشیف هی
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 ،nتَاى ثِ ووه استمشا ثبثت وشد وِ ثشای ّش ػذد عجیؼی  هی ساحتی ثِاثتذا دلت وٌیذ وِ 

n n
f f f f...1 2 2 1 

 وٌین: صیش تؼشیف هی صَس  ثِسا  Sی حل هسئلِ، هجوَع حبل ثشا
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ِ  1وٌذ. صیشا اگش ػول ًَع  تغییش ًوی ی هسئلِ صَس اص دٍ ػول روش شذُ دس  یه ّیچثب اًجبم  Sوٌین وِ همذاس  ادػب هی ّوبی   ثبشذ ٍ سٍی ربًو

n  ٍn ثب استثشاثش  Sاًجبم شَد، تغییشا   1
n n n
f f f2 1 ام اًجبم شَد، تغییشا  nثبشذ، ٍ سٍی ربًِ 2ٍ اگش ػول اص ًَع  0

S ثشاثش است ثب 
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دس اثتذای وبس ثشاثش ثب  Sهمذاس 
n n

S f f f f...0 1 2 2 ّوویي   ّب هشحلِی  دس ّوSِاست ٍ عجك آًچِ گفتِ شذ، همذاس  1

همذاس 
n
f 2 nی  ای اص ربًِ ای، هْشُ ثبلی رَاّذ هبًذ. ثٌبثشایي اگش دس هشحلِ 1 ثبیذ حذالل  Sام جلَتش ثشٍد، همذاس 1

n
f ثشوَد ووِ    2

 گًَِ ًخَاّذ ثَد.  ایي

 


